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Problema I (10 puncte)

O foaie triunghiulard de tabla este omogena si are masa de 900 grame. Taiem acestad foaie dupa o dreapta
care trece prin centrul de greutate al triunghiului. Demonstrati ca fiecare dintre bucatile de tabld care se

obtin cantareste cel putin 400 grame.
kksk

Solutie.
Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC si MN dreapta de-a lungul careia se face taietura, unde M e [AB],
MB . . .
N e[AC]. Notam xzm, yzx—j. Se arata (folosind teorema lui Menelaus sau teorema transversalei) ca
x+y=1.(3p)
Sy _ AM -AN 1 1
S AB-AC  (1+x)(1+y) 2+xy’

1 4 S 1 . S . S
Cum \/E <X ; b4 ,rezultd ca 0<xy < 7 Astfel, — <—Y < — i, de aici, cerinta problemei este imediata. (3p)
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Avem ca
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Problema a 11-a (10 puncte)

Fie [a,b] un interval (a # b) astfel incat existd o functie f :[a,b] —[-1,1] cu proprictatea ca

_ 2x+1

f(f(x))— 2 ,Vxe[a,b].

a) Ardtatica a=-1s1 b=1.
b) Demonstrati ca f(—1)+ f(1)=0.

c¢) Dati exemplu de functie avand proprietatea din enunt.
Romeo llie

Solutie.
a) Pentru a se putea calcula f(f(x)) pentru orice xe[a,b], se impun conditile Imfc[a,b] si
f(f(x))e[—l,l],Vxe[a,b]. Se arati cd functia f este surjectivd, deci Imf=[-11]c[a,b]. Apoi,

2a+1

~1< f(f(a))<1, deci —1<

<1, deunde a €[-1,1]. Obtinem ¢ a =-1 si analog se aratd ca b=1. (3p)
a+
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b) Din (f o f)(f(x))=/((f=/)(x)) deducem ca
21 (1)+

2f (x)+1 (2x+1

= j,Vxe[—l,l]. Pentru x =1 rezultd ca
f(x)+2 x+2

1=f( de unde f?(1)=1, deci f(1)e{-L1}. Pentru x=-1 rezultd, analog, c& f(-1)e{-L1}. Nu

1
f(1)+2 )
putem avea f(1)= f(—1): presupunind contrariul, am obtine ca / ( f (1)) =f ( f (—1)) ,adicd 1=-1, fals. Rimane
ca f(1)=-/(-1), de unde concluzia. (3p)

¢) De exemplu, functia f:[-1,1] > [-11], f(x)= XN inde m= g=+3+1si n=p=+3-1, are proprietitile

px+gq
dorite. (3p)
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